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REPRESENTACION DE NUMEROS NO-CONVENCIONA





En 1975 el Dr. Carlos Vasco dicta en el Depto. de
Matematicas de la U. Nal. una eonferencia sobre"nu
meros no-convenclonales" como parte del seminario
de logica matematica9 la eual desperta cierto int~
res entre algunos profesores del Departamento. En
la conferencia, mostro la construccion logica del
cuerpo de los numeros no-convencionales, pOI' medio
de los conjuntos de partes comenzando con R. Poste
riormente; el Dr. Alonso Takahashi dicta una confe
rencia sobre el mismo tema, mostrando que se logra
obtener ~l cuerpo de los numeros no-convencionales
pOI' medio de sucesiones reales, similar a la cons-
truccion de R por sucesi6n de Cauchy, utilizando
el ultraf11tro de Frechet. Posteriormente expuse
que los numeros no-convencionales pueden ser repr~
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sent ados mediante operadores herm!ticos interpre-
tindolos como cantidades f!sicas observables (Rev.
Col. Mate.matic.a.&, Vol. X pp 125-140'.
En 18 presente conferencia se trata de mostrar que
los numeros no- onvencionales pueden ser interpre-
tados ~ediante los comportamlentos asint6ticos de
funcianes reales. La funci6n constante del valor
"a" representa el numero real "a"~ una funcien que
diverge hacia mis infinito representa una cantldad
infinlta, y una funcion que tiende 8 cera rep~ese~,
ta una cantldad Infinltesima]o
EXTRACTO
Sea g la coleccion de todas las funciones de valor
real definidas en R, entonces g es un aDill0 de
acuerdo can las operaciones comunes y corrientes.
Se introduce en J un orden parcial en forma natu-
ral, es decir~ decimos que f~g sl
I
f(x)~g(x) para casi todo x€R
Si r es la coleccion de todos los conjuntos cuyos
complementos son de medida nula, entonces
f~g si, Y solo si {xlf(x)~g(x)}E':r (2 )
La coleccion ~ de conjuntos es un filtro, entonces
existe un ultra-filtro 5"* mas fino que ~. Median
te el ultrafiltro r* se introduce en 8 un orden
total, aS1:




se introduce en IV~) 1are 1a c i6 n
s1. y s~lo si f~g~ y~ (4 )
E1 c o n j urrt o J"" {f t=[; If - O}
ma x Lma l de L an d I.Lo J?, luego el
e s u n ideal p r Imo
cociente tlJ es
los numeros no-conU~ cuerpo. esto es el cuerpo de
vencionales donde cad& elemento caracteriza el corn
r-.
portarniento asintot1co de func"ones en~" Segun
81 ultrafiltro ~* empleado para introducir el orden
~ .total en 0 se presents uno ae los cuatro casos: el
comportamiento &sintotico cuando x + + oo~ cuando
. -+x + ~ oo~ cuando x ~ b , Y cuando x + b (para
algun b £ R)o
§ 1 Orden total en la coleccion de funciones
realeso
Sea :;la coLe ccLon de t odos los con j un t os numeri-
cos, S, tales que
iii ( R -8 ) := 0 • (1)
entonces ~es un filtro de Ro Sea 5* un ultra fil-
(J7- (,)tro m's £ino que ~o Sea ~ la coleccion de todas
las funciones de valor real, definidas en R, ento~
ces g es un anill0 de acuerdo con las operaciones
comunes y corrienteso Sea f £: go decimos que f~O
si
Naturalmente, s f f(t)~O para casI todo t E: R en
tonces se tiene que f~Oo Definimos que
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f~g si, y solo si, f-g~O. ( 2)
Dadas f,g E: 3 tenemos que:




f ~ g , 0, g ~ f.
Definimos:
f - g si, y solo si, f~g, y, g~f. (4)
Evidentemente tenemos que:
f - g si, Y solo si, {x~Rlf{x)=g(x)}~~* (5)
Las siguientes propiedades son evidentes:
1. f-g si,ys6losi, f - g ......0 (6 )
I I 0 " " es una relaclon de equlvalencia
Decimos que f>g si
f~g , y, f J, g.
III. f>g si, y solo si, {x(R I f(x )>g(x )}~ 5* (7)
IV. f~g si, y solo si, f>g , 6, f-go ( 8 )
V. Si f~g~h entonces f~h.
V' • Si g~O , y, h-g entonces h~O .
VI. Si f<g~h entonces f'<h .
VI' . Si g>O , y, h-g entonces h>O
VII. Si f~g entonces f + h ~ g + h.
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VII 10 Si f~g , y~ h~O entonces f· hs g ° h
LlL Si f~O , y, g~O entonces Min(f,g)~O
x , Si f s g , y, h~O entonces f ° h~g ° h .
Si g-O fog_O todo fE: ~ ( 9)XL entances para ,.,
XIL Si fog-O entonces f-'O, 6, g-O. (10)
XIllo Si f<g, y, h>O entonces foh<goh
X!Vo Si ftO existe
Demo s t r a c l dn r {:x:E.R!fCx) :: O} f- Ji: ,












entonces fl(x) ¢ 0 para todo xER~ y
XVo Sea J;;O: {ff: r:-\" If~O}entonces :-:"es un ideal pri-
mo y maximal del anillo~.
,-IDemostracl6n: POl' XI~ se ve que d es un idealo
Po l' Xr I, ~; e sun ide alp I' imoo
Ahara, supongamos que existe un ideal J* tal que
T;)~: 1. :Jo Existe f E: ~7*
te f1£8 tal que fl(x) ~ 0 para todo xf:R~
f~fl0 Como f1::: (ft - f) + f entonces
1 r: 0' ", ,~
y -f-'" ~.', asa que r .
1





De la propiedad XV. la clase cociente R* = J/~ es
un cue1'po, que es un cuerpo de numeros no-conven~io
1 r: - RR ( • d 1na es puesto que ~ - una potencJ.a e cuerpo
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(2)real R). La clase representada par la funeion f
se denota pOl' [f] Dado a ( R9 la clase repr~
sentada porIa funeian constante a Ja denotamos
nuevamente pOI' a9 en esta forma R es un sub-
cuerpo de R* (0 sea9 R* es una extension de R )0
Definimos en R* el valor absoluto '[f]I como si-
gue:
{ [f] si f~OI [f] I ;: (11 )
[-tj si f<O
Notese que I [f] I es una clase de funciones no-neg~
tivas (vel' la propiedad V9 L
Decimos que es un infinitesimal si
I [f] I <: a para todo a>C real, (12 )
Decimos que [f] es un infinito sf
I [f]' > a para todo a>O realo
§ 2 EXlstencia de infinitesimal e infinitoo
Dado a r eaL, como (-CXl9a] U ra9CXl) :;:: R E: 5* se
tiene que
(14)
Para mayor seneillez supongamos que
[a, 00) ( '1* ,
entonees el eonjunto B = {x£RI [X,CXl) £ ~*}
vaeio, sea
b = Sup B = Sup {x~RI [x,oo) £ ~*}o
no es
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Sa pres~ntan las tres siguientes posibilidades:
(i) Primer ~~ b:;; + 00,
Existe una suceii6n creciente de nfimeros reales,
{Xn} , tales que
[xn,co) E. (15 )
en t on c e s [eX]
finitesimaL
es un infinito, y es un in-
para todo X > Xn
esto e~~
{x€R!ex> a }2 [xn~ 00)
pOY' 10 taflto;
a } €. Ol"" •.J' ••
o sea que
Evidentemente, es un infinitesi-
malo.
Comportamlento aslntotlco de la funclon.
Sean f,g €. g supongamos que existe el lfmite:
Ifill{g(x) - f(x)} = c
X-+<'O
entonces:
1) [fJ - [g] es un infinitesimal sL, y solo sI , ce n ,
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2) [fJ<[gJ, Y rgl-[fJ no es un infinitesimal s I,
y solo si, c>O.
Demostracion: Supongamos que lim{g(x)-f(x)}= c>O,
x-+oo
entonces existe x n (ver (15) ) tal que
g(x)-f(x) > ~ c para todo x > xn
esto es:
luego:
{x£Rlg(x)-f(x) > ~ c} € >* .
por 10 tanto se tiene que [g] > [~ 1+ '2 C 0
Ahora, supongamos que lim{g(x)-f(x)}~ c ~ 0 ,
entonces dado
x-+oo
t > 0 (real) cualquiera existe x n
tal que
para todo x > x
n
luego:
I [g-f] I::: I ls l - [fll < € para todo e > 0 real,
esto es, [g] - [r] es un infinitesimaL.
Nota: Todo intervalo [a,oo) pertenece a ~* puesto
que existe
x > a,n [x ,(0) E: 1* .n
(ii) Segundo~, b # +m , y [b,oo) €: ':1* •
Para todo t > b se tiene que [t,oo)¢ ~*, as! que
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(_co,t ) E: ~* para to do t>b. (16 )
Por 10 tanto, obtenemos que
[b,t ) = [b,oo)n(-oo,t) c j;'* para todo t>b
~~ ) ) ~ ) )-
b t
Fig. 1
Se puede demostrar facilmente que (Apendice 1)
[x-b] es un infinitesimal Y [X:bJ es un infinitoo
Np 1 f o~ 1 ~ d f" "datese.que a un c i on --b no est a e 1n1 a enx-
x = b9 pera la clase [X:bJ esta bien definida
puesto que un solo punto (mas generalmente, un co~
junto de medida nula) no tiene importancia alguna
para la clase de funciones en R*.
Este caso (ii) puede reducirse al caso (i) hacien
do un cambio elemental~
1
x-b
(ii i) Tercer caso: b # +00, Y [b,co) ¢. ~r-*J' •
Tenemos que (_co,b) c ":'* Existe una sucesion ere,I
ciente {xn} que tiende a b tal que
[Xn' (0) (:F* para todo n, (17 )
luego
[x ,b) = [x ,oo)nf-oo,b) (1* para todo n •
n n
Se puede demostrar inmediatamente que (Apendice 2)
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[b - x] es un infinitesimal y [b:X] es un infi
nito.
Es evidente que se puede reducir al caso (i) ha~
ciendo un cambio del tipo~
1x ' -~ b-x
Nota: En (ii) y (iii)~ una funcion f~ continua en
b , r-e pr-esen t a en R!{ el nfim er-o real "f(b)" ~ 0 el
numero no-convencional "f(b) + un infinitesimal"o
Nota: El orden en R* depende unicamente del com
portamiento de lag funciones en una vecindad de
un s610 punta (en (i) en 1a vecindad de +~, en
(ii) a en (iii) en la vecindad del punta b).
Dada f € r'l' , si f no es un infinite entonces exis
ten Hi' M2 c R tales que
H2 ~. [f] ~ M1 .
Sean
b ::: rnf {x t RI [f] .!; x }
a = Sup {x E.: Rlx .!; [f] }
Si a # b existirfa un cCR,
imposible puesto que If]~c~ 6,







cero, 0 es un infinitesimal. Esto es:
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Todo ..,n um e r-o 1.nfin ito en R * es i gU81 a " un rea 1 ','
+ un infinitesimal".o " un real
§ 3 N6meros no-convencionales par sucesiones.
Para mayor sen illez9 en el presente paragrafo con
sideremes siempre e1 caso (i) del paragrafo ante-
rior~
(18 )
Sea t~ 1a coleccion de tedas las funciones escalo-
nadas de la forma~
donde ~r es 1a funci6n c8racterfstica del in'6n9n+1)
t er-veLo [n,n+1) ~ en t onc es 9 reI or-den en <;~ Ln du ce un
orden entre Btl esiones numericas, como sigue~
Dad-uS d os s uces f ones numericas (a ) y (b ) dscLmo sn n
que (8) ~ (bn)n
00 00
~~1 8n¢[n,n+l) ~ ~=1 bn¢[n~n+1)· (20)
(,1"
·Yr
18 coleccion de partes de N de 18 f rma~
{nEN I8 ~ 0n para aLgfin (a ) ~ O}n ( 21 )
entonces se puede demostrar que (Apendice 3) ~r es
un ul trafilt~o de Frechet de N. De est a ma ner-a~ te-
nemos que~
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(a ) ~On si, y solo si, (22)
y, to/_ es evidentemente isomorfo al cuerpo de nu




1o < £ < I ' uno de los siguientes
(Xl
B = U (n-E,n]
n=l
eo
D = U (n,n+E:]
n=l
no pertenece a ~;* puesto que Bnp::; <p 0
mos que
Suponga~




entonces suavizando la funcion escalonada
ee
r a <p [n=l n n,n+l) en los intervalos (n-E,n],
n = 1, 2 ,3 ,•• 0 • se obtiene una funcion continua f
(mas generalmente, se puede obtener una funcion
eede la clase (C» tal que
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(f € e) (23)




a cf> [ € ~n n,n+l) 0 se tiene que el con-Pa.r-ato do rri=l
junto
ClO







Esto es, el cuerpo de numeros no convencionales
constru1do pOl' sucesiones numericas es un sub-cuer
po propio de R* obtenido en § 10
A partir die un
un ultrafiltro
(j....
ultrafiltro ~* de R se ha inducido
de Frechet ~ de No Reciprocamp.nter
Frechet de N, ~ , existe unr
el cual induce a J (Apendi
r -
dado un ultrafiltro de
ultrafiltro de R,!*
ce If) 0
§ 4 La colecci6n de funciones medibles segun
Lebesgueo
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-m (R - S) es finito,
Sea 1':~o la coleccion de todos los conjuntos, S, ta-
les que
entonces evidentemente ~o es un fi+tro de R mas fi
no que .j (utilizado en §1 ). Sea :F;'t un ultrafii-
tro mas fino que ~o, entonces se demuestra que (A-
pendice 5) solo se presenta la posibilidad del ca-
so (i) del paragrafo 2.
Lema: Sea f una funci6n medible segun lebesquei en
tonces f es equivalente a una funcion medible=l y
acotada en cualquier intervalo acotado.
Demostracion: Para mayor sencillez, supongamos que
[fJ~O, sea
{ 0 si x< 1, 6 f(x)<Of (x) =1 f(x) si f(x)~O, x~l ,
entooces f - f1 puesto que
[1 , co) ~ Y*, y ,
Dado n E: N, sean
(k=1,2, 3, •.. )
entonces
(0):::> (0)::> (n)::>e -e _e - •••123
conk=l
(n )e = If.'I' ,
k
k -.. luego existe
m( e~o» -..0
tal que






'uoo (n )ek(n)' entonces
n=1
B = m(B) <
luego B ¢ r:1~tic • Definimos f2 como sigue:
{ f1(x) si xCR-Bf2(x) = 0 si xf:B .
entonces se tiene que f2
R-B ~ 1*0 Evidentemente
tada en (-oo,n) para todo
_ f puesto que
es medible-t, y aco
Sea f una funcion medible-t, para mayor senci11ez
podemos suponer que f es acotada en (_00, n) para
todo n , Sea ,t
G(x) = J f(t) dt
1
(26)
entonc~s se tiene que G es continua y que
f(x) = G'(x) para casi todo x(R, (27)
o sea




(casi toda parte) (28)
n+oo -n
Por e1 teorema de Egoroff, 1a convergencia en (28)
es uniforme salvo en un conjunto de medida muy pe-
quena. Como G es continua, f tambien 10 es sal-
vo en un conjunto de medida exterior finita, diga-
mos, f es continua en R-T con meT) = finita .
Existe un abierto ClO
A = k~ (a k' b..k) 2 T
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meA) = r (b
kk=1





Modificando la funcion f dentro del conjunto A
en la forma continua (Figo4) se obtienen una fun~
cion f* ~ continua en R j y f ~ f* (ya que
Asi, se tiene que
::
donde i es' la coleccI6n de todas las funciones me-
dibles segun Lebesgueo
En conclusion, obtenemos~
R* = <0';)/... "2 :]./ ... •
APENOICE 1
Dado E > 0 real cualquiera,
go
[b,b+t) E: j;'* , lue-
{x I } e-o ~ x-b < E E: ~ *-'
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puesto que {xlo ~ x-b < (}.;?[b,b+f:), esto es:
o ~ [x - b] < [E 1 =: t
Como [x-b] es un infinitesimal positivo, entonces
[ 1 ] ' f' e ".---b es un In lnlto pOSltlVO,x-
APENDICE 2
Dado € > 0 real, existe xn
luego:
tal que b-e: < x n
o < b - x < E} €: ':~ 1; puesto que
{x 0 < b-x< E:} =2 [xn 'b) 0
Esto es,
[b:X]
[b-x] es un infinitesimal positivo,
es un infinito 0 I
luego
APENDICE 3
(1) Si S E:r existe (a ) ~ 0 tal quer n
Si T 2 S, T ~ N, definimos (b ) como sigue:n
{ 1::1
si n ¢ T
b =n si n E: T
entonces T = {n E: Nib ~ 0 } ,n y





(b ) ~ a
n
S,T C :'J 9 entonces existen (a ) ~ 0 ,r n
tales que
la m!nima de z a ¢J [ 1)n n,n+ y
es, (c ) >,:. 0>0 Evidentemente,n
cn mLn Lmo (a ,b )n n para cada n
luego
esto es, S(\T c
(iii) ¢J ¢ (y" 5i ¢J E "j:' eX:Lstirfa (a ) ~ 0 tal.,)' 0 .»:r r n
que {n~Nla ~ a }::: <P , 0 sea que a < 0 para to~n n
do n, luego
00
r a <p[ l)(x) <:n=l n n,n+ a} ::: [1,00) E. '}*
esto es,
00
r a ¢J[ < 0, absurdo ya quen=l n n,n+l)
(iv) Por (i), (ii) y (iii) sibemos que 1 es unr
filtro de No
5ea 5 <; N , entonces 5 ~ "7'J'r , 0 N-S £ ~r-y 0r
Demostracion: 5upongamos que 5 I- <!1'~" , sea..Ir
{: si n E: 5a =n si ¢. 5n
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entonces tenemos:
f = r a 4>[ ) < 0 ,n=1 n n,n+1
luego:
00
-f > 0 ,
esto es, (-a ) ~ 0 9 asi quen





es un filtro maximal,
no fuera maximal existiria un filtro de H,
que
liJ' ~ if~ ,)' 9r ..I'
Sea S t;;;N tal que S E: F1· • S ¢ .'?r e Po r (i v ) s e
N-S (. ~., esto es Lmtendria que N-S C 5r• luego
posible ya que S £ f 0
(vi) ~ es un filtro de Frechet, ya quepara todo No
.1 r




Dado un filtro de Frechet de N, ~ro Sea f la co
leccion de todos los conjuntos casi iguales a los
conjuntos del tipo:
Un(S [n,n+1) S f
Si 5'* es un uLtrafiltro mas fino que ~.,' , entonces
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evidentemente 'F* es mas fino que 'F utilizado en
el paragrafo 1. Vamos a demostrar que ~ es igualr
a la coleccion de todos los conjuntos de la forma:
{n(N I a ~On para alguna Ea <1> [ 1)~o}n n,n+





donde I: a .<1>[. +1)~0} ¢ 5'rn=1 n n,n
Si T t. entonces N ,... .,- T ~ Y .r Pero:
N-T = {nE:Nla <0n donde
00
I: a <1>[ 1)~0}.
1 n n,n+n=
Pero:
U [n , n+1)£~7*
nE:N-T
00
o sea que 1:
n=1
a <1> [ <0n n,n+1) (absurdo!)
APENDICE 5
En el caso (ii), [b,t)E: 5*, imposible ya que
m([b,t» = t-b., 00 •
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